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I N T R  O D U C ' l ' I  O N  
T h e  s t u d i e s  d i r e c t e d  t o  t h e  p r o p e r t i e s  o f  m a t e r i a l s  
h a v e  l o n g  f o c u s e d  o n  t h e  n e e d  t o  d e s c r i b e  t h e  f o r c e s  
b e t w e e n  a t o m s  i n  t h e  c r y s t a l l i n e  l a t t i c e .  T h e  n a t u r e  a n d  
m a g n i t u d e  o f  t h e  f o r c e s  b e t w e e n  a d j a c e n t  a t o m s  a n d  f o r  t h o s e  
f u r t h e r  a w a y  h a s  b e e n  d i f f i c u l t  t o  s t u d y  e x p e r i m e n t a l l y .  
R e c e n t l y ,  h o w e v e r ,  b o t h  t h e o r e t i c a l
1  
a n d  e x p e r i m e n t a l
2  
p r o c e d u r e s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  t o  a l l o w  a  c l o s e r  l o o k  a t  
t h e  n a t u r e  o f  t h e  f o r c e s  b e t w e e n  a t o m s  i n  t h e  l a t t i c e .  T h e  
a p p l i c a t i o n  o f  t h e  B o r n - v o n  K a r m a n  a n a l y s i s  t o  n e u t r o n  
dis~ersion rel~tions h a s  allo~~d a c q u r a t e  d e t e r m i n a t i o n  o f  
t h e  e l a s t i c  c o n s t a n t s  o f  p u r e  m e t a l s .  N e u t r o n  d i s p e r s i o n  
c u r v e s  a r e  n o t  a v a i l a b l e  f o r  a l l  m e t a l s , h o w e v e r , a n d  i n  t h o s e  
c a s e s ,  a n  a n a l y s i s  o f  t h e  h e a t  c a p a c i t y  d a t a  l e a d s  t o  a  
d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  m o m e n t s  o f  t h e  f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n .
2  
I m p u r i t y  m o m e n t s  c a n  a l s o  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  m e a n  
s q u a r e d  d i s p l a c e m e n t  o f  s u b s t i t u t i o n a l  i m p u r i t y  a t o m s  f r o m  
t h e  r e c o i l - f r e e  f r a c t i o n  f  o f  t h e  M~ssbauer e f f e c t .
1  
B y  
c o m b i n i n g  m o m e n t s  o f  t h e  h o s t  a n d  i m p u r i t y  f r e q u e n c y  
d i s t r i b u t i o n  w i t h  a  r e a s o n a b l e  p h y s i c a l  m o d e l  o f  t h e  l a t t i c e  
( w i t h  a n  i m p u r i t y  p r e s e n t ) 3 ,  i t  i s  n o w  p o s s i b l e  t o  d e r i v e  a  
r a t i o  o f  t h e  h o s t - h o s t  t o  h o s t - i m p u r i t y  r e s t o r i n g  f o r c e s .
1 6  
T h i s  t h e s i s  w i l l  t r e a t  t h e  m e t h o d  b y  w h i c h  t h e  h o s t  
m o m e n t s  c a n  b e  d e r i v e d  f r o m  h e a t  c a p a c i t y  d a t a ,  h o w  t h e  
2  
i m p u r i t y  m o m e n t s  c a n  b e  d e d u c e d  f r o m  M o s s b a u e r  m e a s u r e m e n t s  
a t  l o w  a n d  h i g h  t e m p e r a t u r e s ,  a n d  t h e  e f f e c t i v e  f o r c e  
c o n s t a n t  r a t i o  d e r i v e d  f r o m  t h e m ,  a s  a p p l i e d  t o  i s o l a t e d  
i r o n  i m p u r i t y  a t o m s  i n  a n  i r i d i u m  o r  r h o d i u m  l a t t i c e .  
H O S T  M O M E N T S  F R O M  H E A T  C A P A C I T Y  D A T A  
E a r l y  i n  t h i s  c e n t u r y  i t  b e c a m e  c l e a r  t h a t  t h e  h e a t  
c a p a c i t y  o f  m a t e r i a l s  w a s  r e l a t e d  t o  t h e i r  i n t e r n a l  
s t r u c t u r e .  
T h e  t h e o r i e s  o f  l a t t i c e  v i b r a t i o n s  o f  E i n s t e i n  a n d  
D e b y e  f o u n d  t h e i r  t e s t i n g  g r o u n d  i n  t h e  f u n d a m e n t a l  
r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  h e a t  c a p a c i t y  a n d  t e m p e r a t u r e .  I t  
w a s  o b s e r v e d  t h a t  t h e  f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n  c o u l d  b e  
r e l a t e d  t o  t h e  h e a t  c a p a c i t y  i n  t h e  l o w  t o  i n t e r m e d i a t e  
t e m p e r a t u r e  r a n g e  i f  c o r r e c t i o n s  f o r  v o l u m e  e x p a n s i o n s  
~ 
w i t h  t e m p e r a t u r e  c o u l d  b e  m a d e .  
H E A T  C A P A C I T Y  
T h e  h e a t  c a p a c i t y  o f  a  m a t e r i a l  i s  d e f i n e d  t o  b e  
t h e  a m o u n t  o f  h e a t  p e r  m o l e  r e q u i r e d  t o  r a i s e  t h e  t e m p -
e r a t u r e  o n e  d e g r e e .  T h i s  i s  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  
h e a t  a b s o r b e d  b y  t h e  s y s t e m  d Q  a s  
C  =  d Q / d T  ,  
(  1 )  
w h e r e  d Q  i s  t h e  a m o u n t  o f  h e a t  a b s o r b e d  b y  o n e  m o l e  o f  
t h e  m a t e r i a l .  T h e  f i r s t  l a w  o f  t h e r m o d y n a m i c s  a l l o w s  
o n e  t o  w r i t e  d Q  a s  
d Q  =  d U  +  p d V  =  d H  - V d p  ,  
( 2 )  
w h e r e  w e  h a v e  u s e d  t h e  r e l a t i o n  H  =  U  +  p V ,  a n d  t h e  t e r m s  
4  
a r e  a s  f o l l o w s  ( o n  a  m o l a r  b a s i s ) ;  U  i s  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y ,  
H  i s  t h e  e n t h a l p y ,  V  i s  t h e  m o l a r  v o l u m e ,  a n d  p  i s  t h e  
p r e s s u r e .  
I n  o r d e r  t o  d e f i n e  t h e  p r o c e s s  b y  w h i c h  t h e  m a t e r i a l  
a b s o r b s  h e a t  i n  a  t h e r m o d y n a m i c  s e n s e ,  w e  m u s t  s p e c i f y  
w h i c h  o f  t h e  v a r i a b l e s  w i l l  r e m a i n  c o n s t a n t  a s  t h e  s y s t e m  
c h a n g e s  w i t h  t e m p e r a t u r e .  I f  v o l u m e  i s  c o n s t a n t  i n  e q n .  
( 2 ) ,  t h e n  
c  =  ( a u / a T )  ,  
v  v  
(  3 )  
a n d  i f  t h e  p r e s s u r e  r e m a i n s  c o n s t a n t ,  
c P  =  ( o H / a T ) P  •  
(  4 )  
T h e  h e a t  c a p a c i t y  a t  c o n s t a n t  p r e s s u r e  i s  f o u n d  
e x p e r i m e n t a l l y ,  b u t  t h e  h e a t  c a p a c i t y  a t  c o n s t a n t  v o l u m e  
i s  t h e  q u a n t i t y  d i r e c t l y  r e l a t e d  t o  t h e  l a t t i c e  v i b r a t i o n s  
i n  m o d e l s .  T h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  C P  a n d  C v  i s  a s  
f o l l o w s .  
F i r s t ,  w e  n o t e  t h a t  i n  a  r e v e r s i b l e  p r o c e s s ,  
c p  =  ( o Q / o T ) p  =  T(dS/~T)p 
a n d  
c  =  ( o Q / a T )  =  T ( a s / a T )  •  
v  v  v  
T h e n  t a k i n g  t h e  d i f f e r e n t i a l  o f  t h e  e n t r o p y ,  S ,  a s  
d S  =  ( o s / a T ) v d T  +  ( a s / a v ) T d v  ,  
w e  f i n d  
(  5 )  
(  6 )  
(  7 )  
( a s / d T ) P  =  ( a s / d T ) v  +  ( a s / a v ) T ( a s / o T ) P  •  ( 8 )  
I f  w e  n o w  u s e  t h e  M a x w e l l  r e l a t i o n  
( o S / a V ) T  =  ( 3 p / c l T ) v  =  -(~p/clV)T(av/c)T)p 
(  9 )  
5  
w e  f i n d  t h a t  
C  - C  =  T { d p / d T )  (~V/~T) =  
p  v  v  p  
2  2 ;  
- T ( d p / o V ) T ( o V / d T ) p  =  T V B  k T  '  
( 1 0 )  
w h e r e  B  =  ( 1 / V ) ( o V / d T ) P  i s  t h e  v o l u m e  c o e f f i c i e n t  o f  
t h e r m a l  e x p a n s i o n ,  k T  =  -(1/V)(~V/op)T i s  t h e  i s o t h e r m a l  
c o m p r e s s a b i l i t y ,  a n d  V  i s  t h e  m o l a r  v o l u m e .  T h e s e  t h r e e  
a r e  a l l  f u n c t i o n s  o f  t e m p e r a t u r e ,  b u t  a n  e m p i r i c a l  r e l a t i o n ,  
c a l l e d  t h e  N e r n s t - L i n d e m a n n  r e l a t i o n ,  w h i c h  i n c l u d e s  a l l  
t h r e e  b u t  i s  c o n s t a n t  o v e r  t e m p e r a t u r e ,  h a s  b e e n  o b s e r v e d ,
4  
2  2  
A  =  V B  / k T C p  •  
( 1 1 )  
T h i s  a l l o w s  o n e  t o  w r i t e  t h e  d i l a t i o n  t e r m  o f  t h e  h e a t  
c a p a c i t y  a s  
2  
C  - C  =  A C  T  •  
p  v  p  
(  1 2 )  
I n  a  m e t a l ,  t h e  h e a t  c a p a c i t y  c a n  b e  s e p a r a t e d  i n t o  
t w o  c o n t r i b u t i o n s ,  o n e  f r o m  t h e  v i b r a t i o n s  o f  t h e  l a t t i c e ,  
a n d  t h e  o t h e r  f r o m  t h e  c o n d u c t i o n  e l e c t r o n s .  T h e  l a t t e r  
i s  w e l l  k n o w n  f r o m  t h e  t h e o r y  o f  m e t a l s  t o  b e  l i n e a r  w i t h  
t e m p e r a t u r e  ( f o r  T < < T F e r m i ) ,  i . e .  
c  =  c
1  
+  c e  =  c
1  
+  ~ T  
v  v  v  v  e  '  
(  1 3 )  
w h e r e  ~e i s  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  e l e c t r o n i c  c o m p o n e n t .  
T h i s  a l l o w s  o n e  t o  e x p r e s s  t h e  t h e o r e t i c a l l y  i m p o r t a n t  
l a t t i c e  h e a t  c a p a c i t y  i n  t e r m s  o f  t h e  t w o  e x p e r i m e n t a l l y  
d e r i v e d  q u a n t i t i e s  c p  a n d  r e .  
c
1  
=  C  ( 1 - A C  T )  - ~ T  •  
v  p  p  e  
( 1 4 )  
A s  c a n  b e  s e e n  i n  T a b l e  I  t h e  v a l u e s  o f  ~ a r e  s e v e r a l  
o r d e r s  o f  m a g n i t u d e  b e l o w  ~e· T h i s  m a y  n o t  b e  t r u e  f o r  a l l  
'  
I  
I  
I  
6  
T A B L E  I  
P H Y S I C A L  C O N S T A N T S  
I R I D I U M  
R H O D I U M :  
T e m p  
O ( x 1 o
6  
A L / l  
! x 1 0
6  
c : x . x 1 0
6  
~1/1 
A x 1 0
6  
( % )  
m / c a l  
( % )  
m / c a l  
-
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-
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-
2 . 2  
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. 0 9  
-
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. 1 0  
-
1 1 .  
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-
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-
1 1 .  
1 0 0  
4 . 4  
. 0 1 9  
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5 . 0  
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9 . 4  
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5 . 9  
. 0 7 3  
7 . 4  
7 . 3  
. 0 7 6  9 . 0  
2 9 3  
6 . 4  
. 1 3 0  7 . 6  
8 . 2  
. 1 4 9  
9 . 4  
4 0 0  
-
. 2 0 0  
-
-
. 2 4 0  
5 0 0  
-
. 2 6 9  
-
-
. 3 3 1  
6 0 0  
-
. ) 4 2  
- -
. 4 2 7  
~· 
( . 7 6 5 + . 0 2 4 ) x 1 0 - 3  
{1.111~.0J6)x10-3 
O l a n d  A l / l  f r o m  r e f .  1 7 ,  
'  
~from r e f .  5 .  
?  
m e t a l s ,  b u t  f o r  t h e  f e e ,  r e f r a c t o r y  m e t a l s  c o n s i d e r e d  h e r e ,  
A  c a n  b e  i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  e l e c t r o n i c  c o e f f i c i e n t .  T h i s  
w a s  s i m p l y  d o n e  b y  F u r u k a w a  e t . a l . 5  o n  t h e  h e a t  c a p a c i t y  
d a t a  u s e d  h e r e ,  s i n c e  t h e i r  n u m e r i c a l  " s m o o t h i n g "  t e c h n i q u e  
a l l o w s  t h e m  t o  d e r i v e  a n  e f f e c t i v e  e l e c t r o n i c  c o e f f i c i e n t  d '  
b y  f o r c i n g  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  t h r e e  t e r m s  i n t o  t h e  
f o r m  
c
1  
=  C  - K '  T  •  
v  p  
(  1 5 )  
T h e  q u a s i h a r m o n i c  c o r r e c t i o n  t o  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  
D e b y e  t e m p e r a t u r e ,  e ,  i s  b a s e d  o n  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c  f r e q u e n c i e s  c h a n g e  a s  t h e  v o l u m e  c h a n g e s  w i t h  
t e m p e r a t u r e .  T h i s  w i l l  b e c o m e  m o r e  a p p a r e n t  f r o m  t h e  D e b y e  
e q u a t i o n  o f  s t a t e ,  w h i c h  w e  d e r i v e  a s  f o l l o w s .
6  
W e  c a n  
e x p r e s s  t h e  H e l m h o l t z  f r e e  e n e r g y  o f  t h e  c r y s t a l  a s  
A  =  U  - T S  ,  
a n d  t h e r e f o r e  
(oA/~T)v =  - S  '  
s o  t h a t  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
u  =  A  - T ( a A / d T ) v  =  ~(A/Tyc)(1/T~v •  
A l s o  t h e  p r e s s u r e  o f  t h e  s o l i d  c a n  b e  d e r i v e d  f r o m  t h e  
H e l m h o l t z  f r e e  e n e r g y  a s  
p  =  - (  d  A/~ V )  T  •  
I f  w e  a s s u m e  t h a t  t h e  H e l m h o l t z  e n e r g y  i s  a  f u n c t i o n  o f  
t e m p e r a t u r e  a n d  v o l u m e  o n l y ,  t h e n  w e  m a y  w r i t e  
A  =  U
0
( V )  +  A D ( T , V )  ,  
w h e r e  U
0  
i s  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  a t  0 ° K ,  a n d  A D  i s  t h e  
(  1 6 )  
(  1  ? )  
( 1 8 )  
(  1 9 )  
( 2 0 )  
I  
I  
~ 
I  
~ 
I  
I  
l  
l  
I  
I  
I  
8  
f r e e  e n e r g y  o f  t h e  l a t t i c e .  
F o r  t h e  D e b y e  m o d e l  w e  m a y  a s s u m e  t h a t  t h e  d e p e n d e n c e  
o f  t h e  f r e e  e n e r g y  o n  t h e  v o l u m e  i s  g i v e n  b y  s p e c i f y i n g  
t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  D e b y e  t e m p e r a t u r e  0  o n  V .  T h e r e -
f o r e ,  f r o m  e q n s ,  ( 1 9 )  a n d  ( 2 0 ) ,  
p  =  -(dU
0
/~v)T - { < J A _ i f o e )  ( J e / o v ) ] T  .  ( 2 1 )  
S i n c e  i n  t h e  D e b y e  m o d e l  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  U D  i s  
c o m p o s e d  o f  t e m p e r a t u r e  m u l t i p l i e d  t i m e s  a  f u n c t i o n  o f  
e / T ,  b y  e q n .  ( 1 8 )  t h e  H e l m h o l t z  f r e e  e n e r g y  m u s t  b e  
o f  t h e  s a m e  f o r m ,  
~ =  T · f ( 0 / T )  ,  
t h e r e f o r e  
d A D / d  e  =  ( 1 / 9 )  d ( A D ) / d (  1 / T )  =  U D / e  •  
( 2 2 )  
(  2 3 )  
S u b s t i t u t i n g  e q n .  ( 2 3 )  i n  e q n .  ( 2 1 )  w e  a r r i v e  a t  t h e  D e b y e  
. e q u a t i o n  o f  s t a t e ,  
p  =  - ( J U
0
/ d V )  +  r G u _ i f v  ,  
w h e r e  
r G  =  - V / 9  . d e / d V  =  - d l n 0 / d l n V ,  
i s  c a l l e d  t h e  G r i i n e i s e n  c o n s t a n t .  F o r  t e m p e r a t u r e s  
l o w  e n o u g h  f o r  t h e  D e b y e  m o d e l  t o  h o l d ,  w e  m a y  r e d u c e  
t h e  D e b y e  t e m p e r a t u r e  S ( V )  a t  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  
( 2 4 )  
( 2 5 )  
e x p e r i m e n t  t o  t h e  D e b y e  t e m p e r a t u r e  a t  c o n s t a n t  v o l u m e  
( i . e .  O  ° K )  ,  b y  u s i n g  e q n  (  2 5 )  t o  f i n d  
e  <  v  )  / e  (  v )  =  (  v  / v  l
1  
G  $  
0  0  
( 2 6 )  
w h e r e  V  i s  t h e  v o l u m e  o f  t h e  c r y s t a l  a t  t h e  t e m p e r a t u r e  
o f  t h e  e x p e r i m e n t  a n d  V
0
i s  t h e  v o l u m e  a t  z e r o  d e g r e e  
I  
I  
'  
I  
I  
I  
~ 
I  
K e l v i n .  
I n  u s i n g  t h e  G r u n e i s e n  c o n s t a n t ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  
u s e  t h e  v a l u e s  o f  B ,  k T '  a n d  c v  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  
t e m p e r a t u r e  a t  w h i c h  t h e  h e a t  c a p a c i t y  w a s  e v a l u a t e d  t o  
g i v e  t h e  0 ( V )  w h i c h  i s  t o  b e  r e d u c e d  t o  0 ( V
0
) .  
O b s e r v i n g  t h a t  f o r  a  f e e  c r y s t a l  
V  =  V - A V  =  V ( 1 - J l
2
A l / 1 3 )  =  V ( 1 - ) A l / l )  ( 2 7 )  
0  
w e  f i n d  f r o m  e q n .  ( 2 6 ) ,  
~( v  
0
) ]  
2  
=  [ e  (  v )  J  2  [ 1 ; 1 1 . - (  J A l / l J ]  
2
¥ G  (  2 8 )  
T h i s  c o r r e c t i o n  c a n  b e  s i g n i f i c a n t ,  b u t  i s  l e s s  t h a n  . 2  
p e r c e n t  f o r  I r  a n d  R h  a t  1 0 0  d e g r e e s  K e l v i n  b u t  r i s e s  t o  
a r o u n d  2  p e r c e n t  i n  P t  a t  2 0 0  K .  
M G N } E N T  A N A L Y S I S  % f  H E A T ' .  CAPACI'R-~'. 
'  " '  .  > 1 1 '  ~ . \ I  " " "  . i j J  
9  
L o w  T e m p e r a t u r e  R e g i o n .  A t  l o w  t e m p e r a t u r e s ,  t h e  
h e a t  c a p a c i t y  c a n  b e  e x p a n d e d  i n  p o w e r s  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  
1  - 3  5  7  (  )  
C  - a T  +  b T  +  c T  +  • • • •  ,  2 9  
v  
w h e r e  a ,  b ,  a n d  c  a r e  c o n s t a n t s .  W e  a l s o  k n o w  t h a t  a t  
l o w  t e m p e r a t u r e  t h e  D e b y e  a p p r o x i m a t i o n  c a n  b e  u s e d .  F o r  
t e m p e r a t u r e s  l e s s  t h a n  a b o u t  e i g h t  p e r c e n t  o f  t h e  l o w  
t e m p e r a t u r e  D e b y e  t h e t a ,  e ,  ( i . e .  f o r  T < e / 1 2 ) ,  t h e  D e b y e  
a p p r o x i m a t i o n  a l l o w s  o n e  t o  w r i t e  
c
1  
=  ( 4 r r
4
/ 5 ) J R ( T / e ) 3  ,  ( J O )  
v  
t o  a n  a c c u r a c y  o f  o n e  p e r c e n t
7
.  T h i s  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  
f i r s t  t e r m  i n  e q n .  ( 2 9 ) ,  a n d  a  g r a p h  o f  c
1
/ T 3  v e r s u s  T
2  
v  
w i l l  g i v e  t h e  v a l u e  o f  t h e  l o w  t e m p e r a t u r e  D e b y e  t h e t a  
I  
I  
I  
I  
1 0  
f r o m  t h e  i n t e r c e p t  a s  T
2  
g o e s  t o  z e r o ,  
l . J ,  1 / J  
9
0  
=  ( 1 2 1 T ' R / 5 a )  ,  
( 3 1 )  
w h e r e  t h e  i n t e r c e p t  a  i s  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t h e  c u b i c  
t e r m  i n  e q n .  ( 2 9 ) ,  a n d  t h e  s u b s c r i p t  r e f e r s  t o  t h e  t e m p -
e r a t u r e  a t  w h i c h  t h e  D e b y e  t e m p e r a t u r e  i s  d e t e r m i n e d .  
A s  a  p r a c t i c a l  m a t t e r ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  t a k e  i n t o  
a c c o u n t  t h e  f a c t  t h a t  a t  v e r y  l o w  t e m p e r a t u r e s  t h e  
m e a s u r e d  h e a t  c a p a c i t y ,  c p '  i s  m a i n l y  d u e  t o  t h e  e l e c t r o n  
g a s  i n  t h e  m e t a l .  S m a l l  v a r i a t i o n s  i n  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  
t h e  e l e c t r o n i c  t e r m ,  r ' '  w i l l  t h e r e f o r e  p r o d u c e  l a r g e  
c h a n g e s  i n  t h e  d e d u c e d  l a t t i c e  h e a t  c a p a c i t y  ( f i g .  1 ) .  
I t  i s  t h e r e f o r e  c o n v e n i e n t  t o  a l l o w  ¥
1  
t o  v a r y  s l i g h t l y  
a r o u n d  i t s  a v e r a g e  v a l u e  a n d  o b s e r v e  t h a t  t h e  l a t t i c e  h e a t  
c a p a c i t i e s  d i v i d e d  b y  T 3  a p p e a r  t o  f a n  o u t  i n  t h e  r e g i o n  
b e l o w  a p p r o x i m a t e l y  e i g h t  d e g r e e s  b e f o r e  d i v e r g i n g  a l m o s t  
a s s y m p t o t i c a l l y  b e l o w  a p p r o x i m a t e l y  t w o  d e g r e , e s  K e l v i n .  
S i n c e  w e  k n o w  f r o m  t h e  D e b y e  t h e o r y  t h a t  c / T 3  i s  
a p p r o x i m a t e l y  c o n s t a n t  i n  t h i s  r e g i o n ,  w e  c a n  e x t r a p o l a t e  
f r o m  t h e  m e d i a n  o f  t h i s  f a m i l y  o f  c u r v e s  t o  z e r o  i n  o r d e r  
t o  e v a l u a t e  8
0  
( f i g .  1 ) .  A l s o ,  w e  c a n  e x p a n d  t h e  f r e q u e n c y  
s p e c t r u m  a t  l o w  t e m p e r a t u r e s  a s  
G  ( w  )  =  o < . . W  2  +  p  W  4  +  ' I f  u J 6  +  
( 3 2 )  
i n  w h i c h  t h e  c o e f f i c i e n t s  ~,p, a n d r  c a n  b e  r e l a t e d  t o  t h e  
c o e f f i c i e n t s  a , b , a n d  c  o f  e q n . ( 2 9 ) .  T h u s  t h e  g r a p h  
o f  c / T 3  v e r s u s  T
2  
a t  l o w  t e m p e r a t u r e s  g i v e s  s o m e  
6 . 7 . 5  
. 6 .  5 0  
6 . 2 5  
9 = 4 2 1 °  K  
6 . o o  
5 . 7 5  
5~50 
5 . 2 5  
c l · / T 3  
v  6  I  
x 1 0  l  I  I  
T
2
~ 4  9  
0  
l f • = 7 . 5 0  
/~· = 7 . 6 0  
0  
1 6 .  2 . 5  .  J 6  
4 9  
6 4  
8 1  
F i g u r e  1 .  G r a p h  o f  c
1  
/ T 3  v e r s u s  T
2  
f o r  s e v e r a l  
v a l u e s  o f  t ' •  v  
1 1  
I  
I  
~ 
I  
I  
I  
i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  f o r m  o f  t h e  f r e q u e n c y  s p e c t r u m  ~t 
l o w  t e m p e r a t u r e s .  
1 2  
H i g h  T e m p e r a t u r e  R e g i o n .  A t  h i g h  t e m p e r a t u r e s  th~ 
h e a t  c a p a c i t y  c a n  b e  e x p a n d e d  a s  a  p o w e r  s e r i e s  i n  1 / T
2
,
3  
1  ~ 2  *  4  *  6  ,  -~ 
C v  =  J R ( 1 - B
2
u ·
2
/ 2 l T  + J B
4
u
4
/ 4 Z T  - 5 B
6
u
6
/ 6 ! T  +  • • • • •  )  ,  ~jJ) 
.  .  .  *  *  
w h e r e  B
2
, B
4
,  e t c  a r e  t h e  B e r n o u l l i  n u m b e r s ,  2 1 1 d  u
2
,  u
4
,  e t c  
a r e  t h e r m a l  m o m e n t s  d e r i v e d  d i r e c t l y  f r o m  e v e n  m o m e n t s  0 £  
t h e  f r e q u e n c y  s p e c t r u m ,  
o O  
u~ =  ( f i / k ) n u ( n ) ,  u ( n )  =  f u I ' G ( w ) d w ,  u ( 0 ) = 1 ,  ( 3 4 )  
d  
w h e r e  h  i s  P l a n c k ' s  c o n s t a n t ,  k  i s  B o l t z m a n n ' s  c o n s t a n t ,  
a n d  t h e  n o r m a l i z a t i o n  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h a t  o f  t h e  
i m p u r i t y  s i t e  m o m e n t s  t o  b e  d i s c u s s e d  l a t e r .  
T h e  c o n v e r g e n c e  o f  e q n .  ( j ) )  i s  g e n e r a l l y  slo~ 
f o r  t e m p e r a t u r e s  l e s s  t h a n  e / 2 ,  a n d  a b o v e  t h a t  t e m p e r a t u r e  
a n h a r m o n i c  e f f e c t s  c a u s e  c o n s i d e r a b l e  p r o b l e m s .  H o w e v e r ,  
a n  e q u i v a l e n t  e x p a n s i o n  f o r  e  m a y  b e  e x p e c t e d  t o  c o n v e r g e  
r a p i d l y  a t  m u c h  l o w e r  t e m p e r a t u r e s 9 .  T h i s  8  e x p a n s i o n  m a y  
b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  
e
2  
=  ~[1-A(~/T)
2
+B(~/T)
4
- . . . .  J  ,  ( 3 5 )  
w h e r e  
1  
e o 0  =  <  1 1 / k  )  <  5 u  <  2  )  I  3  )  
2  
,  
A =  (3/1oo)[u(4)/u(2)
2
-25/2~ 
B  =  ( 1 / 1 4 0 0 )  [ ( u ( 6 ) / u ( 2 ) J - 1 2 5 / 8 1 ) - 1 0 0 A ]  
T h e s e  t h r e e  p a r a m e t e r s  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  a  l e a s t  
s q u a r e s  c u r v e  f i t  t o  t h e  v a l u e s  o f  a
2
( v  )  v e r s u s  1 / T
2  
0  
o b t a i n e d  f r o m  t h e  h e a t  c a p a c i t y  d a t a .  T h e y  h a v e  b e e n  
I  
I ·  
~ 
d e t e r m i n e d  f o r  i r i d i u m .  a n d  r h o d i u m  i n  t h e  f o l l o w i n g  
f a s h i o n  ( t a b l e  I I ) .  
1 3  
F i r s t  o n e  take~ t h e h e a t  c a p a c i t y  d a t a  a n d  u s e s  
t h e m  t o  f i n d  v a l u e s  o f  9 / T  ~rom i n t e r p o l a t i o n  i n  a c c u r a t e  
t a b l e s  o f  t h e  D e b y e  i n t e g r a l . ;  
1 0
~c!JJR =  ( T / e ) J  J~xx
4
dx/(ex-1)
2 
,  ( J 6 )  
w h e r e  x = h w / k T ,  a n d  x m = h t A . f u a x / k T = 0 / T .  T h i s  e n a b l e s  o n e  t o  
c a l c u l a t e  v a l u e s  o f  0 ( V ) .  
A  p l o t  o f  e ( v )  v e r s u s  T  ( f i g .  2 )  t h e n  s h o w s  t h r e e  
m a i n  r e g i o n s .  I n  t h e  f i r s t  r e g i o n  ( A  i n  f i g .  2 )  w e  s e e  
t h a t  9  f a l l s  r a p i d l y  w i t h  t e m p e r a t u r e  t o  a  m i n i m u m  v a l u e .  
T h e  s e c o n d  r e g i o n  ( B )  b e g i n s  w i t h  t h i s  m i n i m u m  a n d  i n c l u d e s  
t h e  s l o w l y  r i s i n g  p l a t e a u  b e f o r e  t h e  g e n e r a l  f a l l i n g  o f f  
o f  0  a t  t h e  h i g h e r  t e m p e r a t u r e s  o f  t h e  l a s t  r e g i o n  ( C ) .  
T h e n  b y  u s i n g  e q n .  ( 2 8 )  o n  t h e  v a l u e s  o f  9 ( V )  f r o m  
t h e  s e c o n d  r e g i o n ,  a n d  f o r  a  f e w  d e g r e e s  o n  e i t h e r  s i d e  t o  
s e e  t h e  o v e r a l l  r e l a t i o n s h i p ,  w e  o b t a i n  v a l u e s  o f  9~V
0
) i n  
t h e  q u a s i h a r m o n i c  a p p r o x i m a t i o n .  
B y  p l o t t i n g  t h e s e  v a l u e s  o f  e
2
( V
0
)  v e r s u s  1 / T
2  
w e  
obser~re t h a t  t h e  v a l u e s  o f  e
2
( V
0
)  s h o w  a  s h a r p  d i p  a t  t h e  
m i n i m u r r : .  v a l u e  o f  e  a n d  f a l l  o f f  r a p i d l y  a t  t h e  u p p e r  e d g e  
o f  t h e  m i d d l e  r e g i o n  ( f i g .  3 ) .  B y  f i n d i n g  t h e  l e a s t  
s q u a r e s  c u r v e  f i t  t o  t h e  v a l u e s  o f  e
2
( V
0
)  v e r s u s  1 / T
2  
b e t w e e n  t h e i r  m a x i m u m  a n d  m i n i m u m  v a l u e s ,  w e  c a n  f i n d  t h e  
c o e f f i c i e n t s  i n  e q n . ( 3 5 ) .
2  
T h e  i n t e r c e p t  a s  1 / T
2  
g o e s  t o  
z e r o  gives~' t h e  e x t r a p o l a t e d  h i g h  t e m p e r a t u r e  v a l u e  o f .  
1 4  
T A B L E  I I  
H O S T  M O M E N T S  A N D  M O M E N T  R A T I O S  
I r  
R h  ( s e e  t e x t )  
e~ x 1 0
4  
( K
2
)  
8 . 4 4  
1 2 . 0  
1 2 . 0  
A  x 1 0
4  
( K
4
)  
. 1 8 4  
- 1 . 4 8  
4 . 4 1  
B  x 1 0
6  
( K
6
)  
•  7 4 1  
- 1 . 8 0  
0  
u ( 2 )  x 1 o -
2 6  
( r a d / s )
2  
8 . 6 8  
1 2 . 3  
1 2 . 4  
u ( 4 )  x l o - 5 3  ( r a d / s )
4  
9 . 4 3  
1 8 . 0  
1 8 . 5  
u ( 6 )  x l o -
8 1  
( r a d / s )
6  
1 . 1 4  
2 . 8 2  
3 . 0 2  
1 4  
u ( - 1 )  x l O  ( s / r a d )  
3 . 7 2  
3 .  0 5  
3 . 0 4  
u ( - 2 )  x 1 0
2
7  ( s / r a d )  
1 .  6 0  
1 . 1 4  
1 . 1 4  
J 3 4  
. ? 9 9  
. 8 4 4  •  8 3 0  
~-1 
. 9 1 4  
. 9 3 5  
. 9 3 4  
I  
J 3 _ 2  
•  7 1 8  
•  7 1 0  
•  7 0 7  
4 0 0  
3 5 0  
e  
3 0 0  
2 5 0  
2 0 0  
l  
1 .  
l  
I  
I .  
1 ·  
1 5  
A  
B  
T  
J  
•  
. 5 0  
1 0 0  
1 5 0  
2 0 0  
2 . 5 0  
J O O  
? i g u r e  2 .  G r a p h  o f  e  v e r s u s  t e m p e r a t u r e  f o r  i r i d i u m .  
A o o v e  1 0 0  K ,  t h e  l i n e s  c o r r e s p o n d  t o  1 %  o f  C  ,  a n d  
t h o s e  b e l o w  1 0 0  K ,  1 0 %  o f  C v .  v  
8 . 4 0  
8 . 3 5  
8 . 3 0  
8 . 2 5  
8 . 2 0  
8 . 1 5  
e
2
( V o )  -
x i o -
4  
T -
2  
x 1 0
4  
F i g u r e  3 .  
1 6  
0  
T = 0 / 3  
T = S / 6  
1 . 0  
2 . 0  
J . O  
2  
G r a p h  o f  e
2
( v  )  v e r s u s  1 / T  f o r  i r i d i u m .  
0  
t h e  D e b y e  t e m p e r a t u r e .  T h e  i n i t i a l  s l o p e  o f  t h e  c u r v e  
f i t  t o  t h e  d a t a  g i v e s  A e !  a n d  t h e  c u r v a t u r e ,  t h e  t e r m  i n  
1 / T
4
,  g i v e s  BQ~. T h i s  e n a b l e s  o n e  t o  w r i t e  t h e  h o s t  
m o m e n t s  i n  t e r m s  o f  t h e s e  c o e f f i c i e n t s ;  
u ( 2 )  =  (J/5)(k/n)
2
0~ ,  
u (  4 )  =  [ <  1 0 0 / J  ) A + 2 5 / 2 1 J  u (  2 )  
2  
u ( 6 )  =  ( 1 4 0 0 B + 1 0 0 A + 1 2 5 / 8 1 ) u ( 2 ) 3  
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I t  i s  i m p o r t a n t . t o  n o t e  t h a t  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  
m i n i m u m  i n  t h e  D e b y e  t e m p e r a t u r e  ( f i g .  2 )  i s  a p p r o x i m a t e l y  
e o a / 6  a n d  t h e  m a x i m u m  v a l u e  r e a c h e d  o c c u r s  a t  a  t e m p e r a t u r e  
a r o u n d  9 . o / J .  T h e r e f o r e  b y  s e l e c t i n g  o n l y  t h o s e  p o i n t s  
b e t w e e n  t h e  m i n i m u m  a n d  t h e  m a x i m u m  f o r  t h e  c u r v e  f i t ,  
o n e  c a n  m a k e  a  m e a n i n g f u l  e x t r a p o l a t i o n  f o r  t h e  h i g h  t e m p -
e r a t u r e  D e b y e  t h e t a ,  e e ) O .  T h i s  f i t  i s  a b o v e  t n e  i n t e r m e d -
i a t e  t e m p e r a t u r e  r a n g e  w h e r e  t h e  D e b y e  t e m p e r a t u r e  f a l l s  
r a p i d l y  a n d  b e l o w  t h e  t e m p e r a t u r e  w h e r e  a n h a r m o n i c i t y  
c a u s e s  t h e  D e b y e  t e m p e r a t u r e  t o  f a l l  o f f  a g a i n .  
M o m e n t s  a n d  t h e  f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n .  S i n c e  t h e  
m o m e n t s  a r e  w e i g h t e d  i n t e g r a l s  o f  p o w e r s  o f  t h e  f r e q u e n c y  
o v e r  t h e  f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n  G ( w ) ,  e q n .  ( 3 4 ) ,  i t  w i l l  b e  
i n s t r u c t i v e  t o  m a k e  s o m e  o b s e r v a t i o n s  a b o u t  t h e  f r e q u e n c y  
d i s t r i b u t i o n  f o r  a  g e n e r a l i z e d  f e e  s t r u c t u r e  ( f i g .  4 ) .  
I n  t h e  D e b y e  t h e o r y ,  t h e  f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n  
i n c r e a s e s  a s  t h e  s q u a r e  o f  t h e  f r e q u e n c y ,  
G D ( w )  =  (J/w~)w
2 
,  ( J ? )  
w h e r e  t h e  c o n s t a n t  (3/w~) i s  o b t a i n e d  b y  n o r m a l i z i n g  t h e  
• 11~+em B JOJ 
uo1+nq1~+s1p aouanba~J paz11~~auan ·~ a~iili1~ 
(m)n 
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i n t e g r a l  a s  i n  e q n .  ( J 4 ) ,  a n d W  i s  t h e  l i m i t i n g  f r e q u e n c y  
m  
o f  t h e  i n t e g r a l  ( f i g .  4 ) .  
I f ,  h o w e v e r ,  t h e  ~requency s p e c t r u m  h a s  s t r u c t u r e  
r e l a t e d  t o  t h e  h i g h e r  o r d e r  t e r m s  o f  e q n .  ( J 2 ) ,  t h e n  t h e  
i n t e g r a l  o v e r  t h e  f r e q u e n c y  s p e c t r u m  w i l l  i n c r e a s e  m o r e  
r a p i d l y ,  a n d  t h e  c u t o f f  f r e q u e n c y  w i l l  b e  c o r r e s p o n d i n g l y  
'  
r e d u c e d  ( W m  i n  f i g .  4 ) .  I t  i s  t h i s  w e i g h t i n g  o f  t h e  
h i g h e r  o r d e r  t e r m s  i n  t h e  f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n  w h i c h  
c h a r a c t e r i z e s  t h e  m o m e n t s .  
A s  t h e  t e m p e r a t u r e  i n c r e a s e s  f r o m  t h e  l o w  t e m p e r a t u r e  
r e g i o n ,  t h e  o c c u p a t i o n  o f  t h e  t r a n s v e r s e  m o d e s  a t  l o w e r  
f r e q u e n c i e s  i n c r e a s e s  r a p i d l y  u n t i l  m o s t  o f  t h e s e  m o d e s  
a r e  o c c u p i e d .  T h e n  a t  t h e  f i r s t  s i n g u l a r i t y ,  ( t h e  e d g e  o f  
t h e  p l a t e a u  o f  t h e  f i r s t  p e a k  i n  f i g .  4 ) ,  t h e  d e n s i t y  o f  
s t a t e s  n o  l o n g e r  i n c r e a s e s  r a p i d l y  a s  i n  t h e  i n i t i a l  c u r v e .  
I n  f a c t  i t  i s  p r a c t i c a l l y  c o n s t a n t  i n  t h e  a r b i t r a r y  
d i s t r i b u t i o n  o f  f i g .  4 .  
T h i s  a l l o w s  t h e  D e b y e  t e m p e r a t u r e  d e r i v e d  f r o m  t h e  
c u t o f f  f r e q u e n c y  t o  i n c r e a s e  s l o w l y  a s  t h e  t e m p e r a t u r e  a t  
w h i c h  c v  . i s  d e t e r m i n e d  i n c r e a s e s .  I t  i s  i n  t h i s  t e m p -
e r a t u r e  r e g i o n  t h a t  o n e  e v a l u a t e s  e ( v  )  i n  o r d e r  t o  f i n d  
0  
t h e  e x t r a p o l a t e d  h i g h  t e m p e r a t u r e  9 o 0  w h i c h  c h a r a c t e r i z e s  
u ( 2 ) .  A s  t h e  t e m p e r a t u r e  i n c r e a s e s  a b o v e  f i o / J ,  h o w e v e r ,  
t h e  l a t t i c e  v i b r a t i o n  c a n  n o  l o n g e r  b e  c o n s i d e r e d  h a r m o n i c  
a n d  e  d e r i v e d  f r o m  t h e  h e a t  c a p a c i t y  g r a d u a l l y  f a l l s  o f f .  
T h i s  l i m i t s  t h e  n u m b e r  o f  u s e f u l  d a t a  p o i n t s  i n  t h e  
2 0  
a n a l y s i s  t o  t h e  r e g i o n  a p p r o x i m a t e l y  d e f i n e d  b y  e / 6 < T < 9 / J .  
T h e r e f o r e  a  s t a t i s t i c a l  s m o o t h i n g  o f  t h e  h e a t  c a p a c i t y  
d a t a  f r o m  v e r y  l o w  t o  h i g h  t e m p e r a t u r e s  i s  n e c e s s a r y  t o  
e l i m i n a t e  p r o b l e m s  c o n c e r n i n g  t h e  a c c u r a c y  o f  t h e  c u r v e  
f i t  t o  e
2
( V
0
)  i n  t h i s  r e g i o n . 5  T h i s  i n c r e a s e s  t h e  
a c c u r a c y  o f  t h e  m o m e n t s  s i g n i f i c a n t l y .  
I n  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  m o m e n t s  f o r  r h o d i u m ,  a n  
a m b i g u i t y  d e v e l o p e d  i n  t h e  i n i t i a l  t h r e e  p a r a m e t e r  c u r v e  
f i t .  H e r e ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  A  a n d  B  y i e l d e d  u n e x p e c t e d  
n e g a t i v e  v a l u e s ,  t h o u g h  v e r y  s m a l l .  F o r c i n g  t h e  d a t a  
i n t o  a n  i n i t i a l  t w o  p a r a m e t e r  f i t  o f  t h e  f o r m ;  
e
2  
=  ~-Ae!/T
2 
a l l o w e d  m e  t o  e s t i m a t e  a  v a l u e  o f  e~ a n d  A  t o  c o m p a r e  w i t h  
t h e  s a m e  v a l u e s  f r o m  t h e  i n i t i a l  t h r e e  p a r a m e t e r  c u r v e  
f i t .  B y  r e f e r r i n g  t o  t a b l e  I I  w e  s e e  t h a t  e v e n  t h i s  
d r a m a t i c  m a n i p u l a t i o n  r e s u l t e d  i n  l e s s  t h a n  a  h a l f  p e r c e n t  
c h a n g e  i n  u ( 2 )  a n d  c h a n g e s  o f  2  a n d  5  p e r c e n t  f o r  u ( 4 )  a n d  
u ( 6 )  r e s p e c t i v e l y .  E v e n  t h o u g h  t h e s e  v a r i a t i o n s  a r e  a t  t h e  
l i m i t  o f  t h e  r e s o l u t i o n  w h i c h  c a n  b e  c a r r i e d  t h r o u g h  t h e  
c a l c u l a t i o n s ,  t h e y  d o  n o t  a f f e c t  o u r  p r i m a r y  i n t e n t  h e r e .  
F o r  t h i s  w o r k  t h e  f o u r t h  a n d  s i x t h  m o m e n t s  a r e  o n l y  
i n v o l v e d  i n  t h e  n e g a t i v e  f i r s t  a n d  s e c o n d  m o m e n t s ,  a n d  i n  
t h a t  c a s e  t h e  d i f f e r e n c e  i s  i n s i g n i f i c a n t  ( t a b l e  I I ) .  
I n t e r m e d i a t e  T e m p e r a t u r e  R e g i o n .  W e  h a v e  u n t i l  n o w  
o n l y  d i s c u s s e d  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  h e a t  c a p a c i t y  a t  h i g h  
a n d  l o w  t e m p e r a t u r e s .  I m p o r t a n t  i n f o r m a t i o n ,  a n d  f o r  t h e  
c a s e  o f  t h i s  w o r k ,  t h e  m o s t  u s e f u l  i n f o r m a t i o n ,  c a n  b e  
o b t a i n e d  f r o m  t h e  h e a t  c a p a c i t y  a t  i n t e r m e d i a t e  t e m p e r -
a t u r e s .  I n  t h i s  r a n g e  t h e  a n h a r m o n i c  e f f e c t s  a r e  s m a l l  
a n d  t h e  h e a t  c a p a c i t y  i s  s e n s i t i v e  t o  t h e  f o r m  o f  t h e  
f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n .  
2 1  
B a r r o n
2  
h a s  s h o w n  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  t h e r m a l  
e n e r g y  a t  m o d e r a t e l y  h i g h  t e m p e r a t u r e s  c a n  b e  u s e d  t o  
o b t a i n  t h e  f i r s t  m o m e n t  u ( 1 ) ,  w h i c h  i s  d i r e c t l y  r e l a t e d  
t o  t h e  z e r o  p o i n t  e n e r g y  o f  t h e  c r y s t a l ,  
E z  =  3/2N~u(1) =  3 R T ( 1 + B
2
u ; / 2 1 T
2
- B
4
u : / 4 1 T
4
+  
*  6  f  T  
B
6
u
6
/ 6 ! T  - . . • .  )  -
0  
C
0
d T .  ( 3 8 )  
*  *  
H e r e  B
2
,  B
4
,  a n d  B
6  
a r e  t h e  B . e r n o u l l i  n u m b e r s ,  u
2
,  u
4
,  a n d  
*  
u
6  
a r e  d e f i n e d  i n  e q n .  ( 3 4 ) ,  a n d  C
0  
i s  t h e  h e a t  c a p a c i t y  
c o r r e c t e d  t o  z e r o  d e g r e e  K e l v i n .  T h i s  c o r r e c t i o n  i s  m a d e  
b y  u s i n g  t h e  h e a t  c a p a c i t y  a t  a  g i v e n  t e m p e r a t u r e  t o  f i n d  
t h e  D e b y e  t e m p e r a t u r e  f r o m  s t a n d a r d  t a b l e s  o f  t h e  D e b y e  
i n t e g r a 1 .
1 0  
T h i s  D e b y e  t h e t a  i s  c o r r e c t e d  t o  z e r o  d e g r e e  
b y  u s e  o f  G r i i n e i s e n ' s  c o n s t a n t ,  e q n .  ( 2 6 ) .  T h i s  c o r r e c t e d  
D e b y e  t h e t a  i s  t h e n  u s e d  i n  t h e  s t a n d a r d  t a b l e  t o  f i n d  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  h e a t  c a p a c i t y ,  n o w  c a l l e d  C  •  
0  
H w a n g
1 1  
d e v e l o p e d  a n  e x p r e s s i o n  f o r  s o m e  m o m e n t s  
u s i n g  a  s i m i l a r  i n t e g r a l  f o r m ;  
~ 
0
J ( c
0
/ ' J ! 1 ) d T  =  J R r ( n + 1 ) j ( n ) u : _ n  ,  ( J 9 )  
w h e r e r ( n )  i s  t h e  G a m m a  f u n c t i o n ,  a n d ! ( n )  i s  t h e  R i e m a n n  
z e t a  f u n c t i o n .  
T h e r e f o r e  b y  i n t e g r a t i n g  t h e  T h i r r i n g
8  
e x p a n s i o n  f o r  
2 2  
c / T n  a n d  u s i n g  e q n .  ( 3 9 ) ,  B a r r o n  d e r i v e d  a n  e x p r e s s i o n  
f o r  t h e  m o m e n t s  o f  t h e  f o r m ;
2  
u
1
_ n  =  (1;f(n+1)f(~)(fl./k)n-i U1/JR~fic
0
/Tn)dT +  
( 1 / r -
1
) ( 1 / n - 1 )  - ~
1 
( - 1 ) s + l ( B
2
s / 2 s l  ) ¢ 2 s - 1 ) / ( 2 s + n - 1 Y  
( f l / k )
2
s ( u ( 2 s ) / T
2
s + n - i )  J  ,  1 < n < 4  •  ( 4 0 )  
T  i n  t h i s  e q u a t i o n  i s  d e t e r m i n e d ,  e s s e n t i a l l y  b y  t r i a l  a n d  
e r r o r ,  t o  b e  t h e  t e m p e r a t u r e  w h i c h  c a u s e s  t h e  t h i r d  t e r m  
i n  t h e  s e r i e s  o f  e q n .  ( 4 0 ) ,  i . e .  s = J ,  t o  b e  l e s s  t h a n  o n e  
p e r c e n t  o f  t h e  e n t i r e  q u a n t i t y  i n  t h e  s q u a r e  b r a c k e t s .  
T h i s  a l l o w s  c o n v e r g e n c e  a t  t h e  l o w e s t  t e m p e r a t u r e  p o s s i b l e  
t o  m i n i m i z e  t h e  i n f l u e n c e  o f  a n h a r m o n i c i t y  o n  t h e  h e a t  
c a p a c i t y .  F o r  t h e  n e g a t i v e  m o m e n t s  u s e d  h e r e ,  T  w a s  t a k e n  
t o  b e  1 1 5  K .  
T h e  i n t e g r a l  w a s  h a n d l e d  b y  u s i n g  S t i r l i n g ' s  m e t h o d ,  
a n d  a n  i n i t i a l  g u e s s  a t  T w a s  u s e d  t o  s e t  t h e  l i m i t  o f  
i n t e g r a t i o n .  I t  t u r n e d  o u t  t h a t  t h e  i n i t i a l  g u e s s  f o r  T  
o f  e / 3  m e t  t h e  r e q u i r e m e n t s  f o r  c o n v e r g e n c e  o~ t h e  f i r s t  
a t t e m p t .  
E X P E R I M E N T A L  P R O C E D U R E  
P R E P A R A T I O N  O F  M O S S B A U E R  S O U R C E S  
T h e  i r i d i u m  M o s s b a u e r  s o u r c e  w a s  p r e p a r e d  f r o m  a  
t h i n  p o l y c r y s t a l l i n e  f o i l .  T h e  p u r i t y  o f  t h e  f o i l  w a s  
9 9 . 9 9 9  p e r c e n t  i r i d i u m .  T h e  f o i l  w a s  p r e p a r e d  b y  d e g r e a s -
i n g  w i t h  a c e t o n e  a n d  a l c o h o l ,  t h e n  w a s h e d  w i t h  a  w e a k  
( a p p r o x i m a t e l y  1 0 % )  s o l u t i o n  o f  H C l  t o  c l e a n  a n d  l i g h t l y  
e t c h  t h e  s u r f a c e .  T h e  t e c h n i q u e  u s e d  t o  d e p o s i t  t h e  5 7 c o  
o n t o  t h e  s u r f a c e  w a s  d e v e l o p e d  i n  t h i s  l a b o r a t o r y .  W h e n  
t h e  5 7 c o  i s  p r o d u c e d  a t  t h e  a c c e l e r a t o r ,  i t  i s  s e p a r a t e d  
f r o m  t h e  o t h e r  p r o d u c t s  b y  u s i n g  i o n  e x c h a n g e  r e s i n s .  
T h e  5 7 c o  a c t i v i t y  c o m e s  o u t  i n  a  w e a k l y  a c i d i c  H C l  
s o l u t i o n  w h i c h  i s  d r i e d  i n  t h e  s h i p p i n g  v i a l  f o r  t r a n s p o r t  
t o  t h e  l a b o r a t o r y .  W h e n  i t  a r r i v e s ,  i t  i s  t a k e n  u p  i n  9 5 %  
e t h a n o l  i n  w h i c h  i t  i s  s l i g h t l y  s o l u b l e .  I n  o r d e r  t o  
p r e p a r e  t h e  s o u r c e ,  t h e  f o i l  i s  h e a t e d  t o  a  m o d e s t  t e m p -
e r a t u r e  ( o n  t h e  o r d e r  o f  5 0  d e g r e e s  C e n t i g r a d e ) ,  t h e n  
m i c r o l i t e r  q u a n t i t i e s  o f  t h e  e t h a n o l  w i t h  t h e  5 7 c o  a c t i v i t y  
i n  s o l u t i o n  a r e  p i p e t t e d  s l o w l y  o n t o  a  s m a l l  s p o t .  S i n c e  
t h e  e t h a n o l  w i l l  e v a p o r a t e  r a p i d l y  a t  t h i s  t e m p e r a t u r e ,  a  
v e r y  d i s c r e t e  s o u r c e  c a n  b e  c r e a t e d ,  u s u a l l y  n o  m o r e  t h a n  
2 m m  i n  d i a m e t e r .  
I n  o r d e r  t o  h a v e  a  r e a s o n a b l e  c o u n t  r a t e ,  a t  l e a s t  
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o n e  h a l f  m i l l i c u r i e  o f  a c t i v i t y  i s  d e p o s i t e d  b u t  n o t  m o r e  
t h a n  o n e  m i l l i c u r i e .  T h e  i r i d i u m  s o u r c e  u s e d  i n  t h i s  w o r k  
c o n t a i n e d  . 9 7  m i l l i c u r i e  o f  5 7 c o  a c t i v i t y  i n  a  s p o t  2  m m  
i n  d i a m e t e r  b e f o r e  d i f f u s i o n .  
T h e  d i f f u s i o n  o f  t h e  5
7
c o  a c t i v i t y  i n t o  t h e  i n t e r i o r  
o f  t h e  s a m p l e  i s  d o n e  a t  l o w  p r e s s u r e  i n  a  h y d r o g e n  
a t m o s p h e r e .  T h e  v a c u u m  s y s t e m  w a s  p u r g e d  t h r e e  t i m e s  a s  
t h e  s a m p l e  w a s  w a r m e d  i n s i d e  t h e  f u r n a c e  i n i t i a l l y .  
S i n c e  t h e  a c t i v i t y  i s  p r e s e n t  a s  t h e  c h l o r i d e  s a l t ,  5 7 c o C l ,  
t h e  h y d r o g e n  i s  n e c e s s a r y  t o  r e d u c e  t h e  c o b a l t  t o  a  f r e e  
m e t a l  a t  t h e  s u r f a c e  w i t h  t h e  H C l  f o n n e d  b e i n g  p u m p e d  
a w a y .  W h e n  t h e  c h a m b e r  t e m p e r a t u r e  r e a c h e d  7 0 0  d e g r e e s  
c e n t i g r a d e  t h e  H
2  
a t m o s p h e r e  w a s  f i n a l l y  p ' u m p e d  a w a y .  
S i n c e  i r i d i u m  i s  a  r e f r a c t o r y  m e t a l  w i t h  a  m e l t i n g  
p o i n t  o f  2 6 8 3  d e g r e e s  K e l v i n ,  t h e  f u r n a c e  w a s  a l l o w e d  t o  
r i s e  t o  i t s  m a x i m u m  t e m p e r a t u r e  o f  1 1 0 0  d e g r e e s  c e n t i g r a d e  
i n  o r d e r  t o  e n h a n c e  t h e  d i f f u s i o n  r a t e  o f  5 7 c o  i n t o  t h e  I r  
l a t t i c e .  A f t e r  4 4  h o u r s  a t  t h i s  t e m p e r a t u r e ,  t h e  s a m p l e  
w a s  q u e n c h e d  b y  p l u n g i n g  t h e  V y c o r  t u b e  w i t h  t h e  i r i d i u m  
f o i l  i n s i d e  i n t o  a  b u c k e t  o f  c o l d  w a t e r .  T h e  i n i t i a l  
c o o l i n g  r a t e  o f  t h e  q u e n c h i n g  p r o c e d u r e  i s  o n  t h e  o r d e r  o f  
s e v e r a l  h u n d r e d  d e g r e e s  p e r  s e c o n d .  
T h e  i r i d i u m  s a m p l e  w a s  t h e n  e t c h e d  l i g h t l y  w i t h  a  
J O %  H C l  e t c h i n g  s o u t i o n  i n  o r d e r  t o  r e m o v e  a n y  a c t i v i t y  
w h i c h  r e m a i n e d  o n  t h e  s u r f a c e .  T h e  t o t a l  a m o u n t  o f  
a c t i v i t y  i n  t h e  s a m p l e  a f t e r  t h i s  c l e a n i n g  w a s  d e t e r m i n e d  
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t o  b e  . 7 8  m i l l i c u r i e .  
A n  e n e r g y  s p e c t r u m  w a s  t h e n  t a k e n  o n  a  m u l t i c h a n n e l  
a n a l y z e r  i n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h a t  t h e  a c t i v i t y  h a d  
d i f f u s e d  t o  t h e  i n t e r i o r  o f  t h e  s a m p l e .  
T h e  i r i d i u m  s o u r c e  w a s  t h e n  m o u n t e d  o n  a  v e l o c i t y  
d r i v e  d e s c r i b e d  b y  B r a c e .
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A  M o s s b a u e r  v e l o c i t y  s p e c t r u m  
w a s  t a k e n  a n d  t h e  r e s u l t s  a r e  i n  t a b l e  I I I .  T h e  l i n e  
s h a p e  o f  t h e  s o u r c e  w a s  s l i g h t l y  b r o a d e r  t h a n  t h e  n a t u r a l  
l i n e  s h a p e  ( . 2 3  m m / s e a  c o m p a r e d  w i t h  . 2 0  m m / s e c . ) ,  b u t  
s h o w e d  n o  i r r e g u l a r i t i e s ,  a n d  b a s e d  o n  p a s t  e x p e r i e n c e  
w i t h  o t h e r  s o u r c e s ,  i t  w a s  a s s u m e d  t h a t  t h e  v a s t  m a j o r i t y  
o f  t h e  5 7 c o  i m p u r i t y  a t o m s  h a d  f o u n d  t h e i r  w a y  i n t o  s u b -
s t i t u t i o n a l  s i t e s  i n  t h e  i r i d i u m  l a t t i c e .  
R E C O I L  F R E E  F R A C T I O N  
I n  o r d e r  t o  c l a r i f y  t h e  m e t h o d  b y  w h i c h  t h e  r e c o i l -
f r e e  f r a c t i o n  o r  f  i s  m e a s u r e d ,  a  s h o r t  e x p l a n a t i o n  o f  
t h e  M o s s b a u e r  f r a c t i o n  i s  i n c l u d e d  h e r e .  F o r  g r e a t e r  
c l a r i t y ,  o t h e r  s o u r c e s  s h o u l d  b e  c o n s u l t e d .
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T h e  M o s s b a u e r  e f f e c t  a l l o w s  o n e  t o  o b s e r v e  t h e  m e a n  
s q u a r e d  d i s p l a c e m e n t  o f  a  g a m m a  r a y  e m i t t i n g  i m p u r i t y  a t o m  
i n  a  c r y s t a l l i n e  m e t a l  l a t t i c e .  I f  t h e  l i f e t i m e  o f  t h e  
n u c l e a r  t r a n s i t i o n  i s  l o n g  i n  r e l a t i o n  t o  t h e  p e r i o d  o f  
t h e  l a t t i c e  v i b r a t i o n ,  ( w h i o h  i s  g e n e r a l l y  t r u e ) ,  L i p k i n
1
3  
h a s  s h o w n  t h a t  
f  =  e x p [ - k
2  
< x
2
> ]  ,  
( 4 1 )  
T A D L E  I I I  
V E L O C I T Y  S P E C T R U M ,  I R I D I U M  
P e a k  1  
A m p l i t u d e  ( % )  
P o s i t i o n  ( m m / s )  
F W H M  ( m m / s )  
P e a k  2  
A m p l i t u d e  ( % )  
P o s i t i o n  ( m m / s )  
F W H M  { m m / s )  
- 7 .  9 0 . ± . 1 8  
•  5 2 8 ± .  0 0 1  
. 2 2 6 ± . 0 0 1  
- 7 .  9 6 , : t . 1 8  
- 1 . 1 2 1 , : t .  0 0 1  
. 2 2 6 + . 0 0 1  
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w h e r e  k  i s  t h e  g a m m a  r a y  w a v e  n u m b e r ,  a n d  < x
2
>  i s  t h e  m e a n  
s q u a r e d  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  e m i t t i n g  a t o m  i n  t h e  d i r e c t i o n  
o f  e m i s s i o n  o f  · t h e  g a m m a  r a y .  W h e n  c o n s i d e r i n g  a  v e r y  
l a r g e  p o p u l a t i o n  o f  e m i t t i n g  a t o m s ,  f  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  
a s  t h e  f r a c t i o n  o f  g a m m a  r a y s  e m i t t e d  w i t h o u t  e x c i t i n g  a  
n o r m a l  m o d e  o f  l a t t i c e  v i b r a t i o n  d u e  t o  r e c o i l .  S i n c e  
t h e r e  i s  n o  D o p p l e r  b r o a d e n i n g  o f  t h e  g a m m a  r a y ,  t h e s e  
" r e s o n a n t "  g a m m a  r a y s ·  w i l l  b e  e n t i r e l y  a b s o r b e d  b y  a  
" b l a c k  w i d e  a b s o r b e r "
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w h i c h  i s  a  c h e m i c a l  m i x t u r e  o f  
5 7 F e  s a l t s  w h o s e  l i n e  w i d t h  i s  m u c h  w i d e r  ( 2 0  t i m e s )  t h a n  
t h e  w i d t h  ( i n  e n e r g y )  o f  t h e  r e s o n a n t  g a m m a  r a y .  T h e r e -
f o r e  o n e  c a n  c o u n t  t h e  t o t a l  n u m b e r  o f  g a m m a  r a y s  e m i t t e d  
b y  s h i f t i n g  t h e  e n e r g y  o f  t h e  r e s o n a n t  g a m m a  r a y  o u t  f r o m  
u n d e r  t h e  a b s o r b e r .  T h a t  i s  d o n e  i n  t h i s  c a s e ·  b y  g i v i n g  
e i t h e r  s o u r c e  o r : a b s o r b e r  a  h i g h  r e l a t i v e  v e l o c i t y  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  o t h e r .  I f  t h e  v e l o c i t y  d r i v e  i s  k e p t  
a t  r e s t ,  t h e n  t h e  a b s o r b e r  w i l l  r e m o v e  t h e  r e s o n a n t  g a m m a  
r a y s  a n d  o n e  c a n  c o u n t  t h e  n o n - r e s o n a n t  g a m m a  r a y s .  
T h e r e f o r e  t h e  M o s s b a u e r  f r a c t i o n  i s  f o u n d  e x p e r i m e n t a l l y  
a s  t h e  d i f f e r e n c e  o f  t h e s e  t w o  d i v i d e d  b y  t h e  t o t a l ;  
f  =  t o t a l  n u m b e r  o f  1 4 . 4  k e V  ~-rays - n o n - r e s o n a n t  r - r a y s  
t o t a l  n u m b e r  o f  1 4 . 4  k e V  r . r a y s  
=  (I~ - I B )  - ( I
0  
- I E )  
I c o  - I B  
=  ° '  I o 1 0 '  - I
0  
o < . . "  I o o '  - { 3  I B  ,  
( 4 2 )  
w h e r e  I « >  i s  t h e  i n t e n s i t y  o f  a l l  t h e  1 4 . 4  k e V  g a m m a  r a y s ,  
I B  i s  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  b a c k g r o u n d  r a d i a t i o n  w h i c h  
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a r e  w i t h i n  t h e  e n e r g y  r a n g e  o f  t h e  c o u n t i n g  e q u i p m e n t ,  I  
.  0  
i s  t h e  i n t e n s i t y  o f  t h e  n o n - r e s o n a n t  1 4 . 4  k e V  g a m m a  r a y s ,  
t h e  p r i m e s  i n d i c a t e  experime~tally m e a s u r a b l e  q u a n t i t i e s ,  
.  t •  I  d  •  1 2  
a n d  t h e  c o r r e c  i o n  : f a c t o r s  o C . ,  « . .  a n  { J  a r e  d e t e r m i n e d  t o  
.  .  
b e i o e  = 1 . 0 0 6 ,  o < . = 1 . 0 0 9 ,  a n d  f 3 = 1 . 0 t 9 .  T h i s  p r o d u c e s  a  r a w  f  
v a l u e  w h i c h  i s  t h e n  c o r r e c t e d  f o r  t h e  g e o m e t r y  o f  t h e  
e x p e r i m e n t a l  ·:-~.quipment a n d  t h e  " b l a c k n e s s "  o f  t h e  w i d e  
a b s o r b e r  t o  a n  a b s o l u t e  f  v a l u e ,  T h i s  i n v o l v e d  m u l t i p l y i n g  
t h e  r a w  f  v a l u e s  b y  1 . 0 3 2  f o r  t h i s  e x p e r i m e n t  a s  s e t  u p  
o n  t h e  v e l o c i t y  d r i v e .  S i n c e  t h e  e x p e r i w e n t a l  p r o c e d u r e  
i n v o l v e d  plac~ng t h e  s o u r c e  i n s i d e  a  c r y o s t a t  a n d  a  f u r n a c e  
w h i c h  b o t h  h a v e  d i f f e r e n t  g e o m e t r i c a l  c o r r e c t i o n  facto~st 
a  c o r r e c t i o n  w a s  m a d e  f o r  t h a t  e m p i r i c a l l y  b y  e q u a t i n g  
i h e  f  Vfl.lue~:o~ain,ed. a t  r o o m  t e m p e r a t u r e  i n  ~ch t o  t h e  
f  v a l u e  o b t a i n e d  o n  t h e  v e l o c i t y  d r i v e .  
T h e  m e t h o d  w a s  t h e  s a m e  a s  t h a t  d e s c r i b e d  b y  B r a c e ,  
b u t  i n  t h i s  e x p e r i m e n t ,  h o w e v e r ,  t h e r e  w a s  n o  p r o b l e m  w i t h  
t h e  b l a c k n e s s  c o r r e c t i o n  c o n s t a n t .  S i n c e  t h e  i r i d i u m  
s o u r c e  h a s  a n  e m i s s i o n  l i n e  c l o s e  i n  e n e r g y  t o  · t h e  c e n t e r  
o f  t h e  a b s o r b e r ,  t h e  t h e r m a l  s h i f t  d i d  n o t  a f f e c t  t h e  v a l u e  
o f  t h e  b l a c k n e s s  c o r r e c t i o n  · c o n s t a n t .  
T h e  c r y o s t a t  a n d  t h e  f u r n a c e  w e r e  e q u i p p e d  w i t h  · a n  
e l e c t r o m e c h a n i c a l  c o n t r o l  w h i c h  a l l o w e d  t h e  e x p e r i m e n t a l  
ts~perature · t o  b e  m a i n t a i n e d  t o  w i t h i n  o n e  p e r c e n t .  A  
d i g i t a l  v o l t m e t e r  w a s  u s e d  w i t h  a n  a p p r o p r i a t e  t h e r m o c o u p l e  
t o  a c c u r a t e l y  m e a s u r e  t h e  t e m p e r a t u r e  o f  t h e  e x p e r i m e n t .  
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T h e  r h o d i u m  s o u r c e  w a s  p r e p a r e d  i n  e s s e n t i a l l y  t h e  
s a m e  m a n n e r  a s  I  h a v e  d e s c r i b e d  f o r  i r i d i u m  b y  J i m  G r o w .  
I t  h a d  a  n a r r o w  l i n e w i d t h ,  a n d  h a d  a l r e a d y  b e e n  c h a r a c t e r -
i z e d  a s  a  g o o d  s o u r c e  w h e r e  t h e  i r o n  w a s  a  s u b s t i t u t i o n a l  
i m p u r i t y  i n  t h e  r h o d i u m  l a t t i c e .  
T h e  c o m b i n e d  s y s t e m a t i c  a n d  s t a t i s t i c a l  e r r o r  i n  t h e  
m e a s u r e m e n t  o f  t h e  a b s o l u t e  f  v a l u e  w a s  k e p t  u n d e r  . 5  
p e r c e n t  o f  t h e f v a l u e  b y  u s i n g  a  s o u r c e  w i t h  a  s u f f i c i e n t l y  
h i g h  c o u n t  r a t e ,  a n d  r e p e a t i n g  t h e  m e a s u r e m e n t s  a p p r o x i m a t -
e l y  t e n  t i m e s .  T h e  a b s o l u t e  f  v a l u e s  a n d  t h e  n e g a t i v e  
l o g a r i t h m  u s e d  i n  f i n d i n g  t h e  i m p u r i t y  m o m e n t s  a r e  g i v e n  
i n  t a b l e  I V .  
3 0
T A B L E  I V  
R E C O I L - F R E E  F R A C T I O N  f  A N D  L O G  f  
I R I D I U M  
R H O D I U M  
 T e m p  K  
f  
- l o g  f  
f  
- l o g  f  
4  
. 9 1 5  
. 0 8 8 8  
2 0  
. 9 1 4  
. 0 8 9 7  
8 0  . 9 0 9  
. 0 9 5 3  
1 3 0  
. 8 9 3  
. 1 1 2 9  
1 8 0  
•  8 7 0  
. 1 3 9 6  
2 3 0  
. 8 4 8  . 1 6 5 3  
2 9 5  
. 8 0 8  
. 2 1 3 2  
. 7 7 6  
•  2 5 4 1  
3 5 0  
.  7 8 5  
. 2 4 2 1  
. •  7 3 8  
. 3 0 4 5  
4 0 0  •  7 6 0  
. 2 7 4 4  
•  7 0 8  
. 3 4 4 7  
4 5 0  . 7 3 7  
•  3 0 5 5  
•  6 8 0  
. 3 8 6 8  
5 0 0  
•  7 1 2  . 3 3 9 4  
•  6 5 0  
. 4 3 0 2  
5 5 0  
. 6 8 8  
. 3 7 4 3  
. 6 2 2  
. 4 7 5  
6 0 0  . 6 6 3  
. 4 1 1 7  
•  5 9 6  
•  5 1 8  
I M P U R I T Y  M O M E N T S  A N D  E F ' F E C T I V E  F O R C E  C O N S T A N T  R A T I O S  
A s  i n d i c a t e d  i n  t h e  s e c t i o n  o n  t h e  e x p e r i m e n t a l  
m e t h o d ,  t h e  M o s s b a u e r  f r a c t i o n  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  
f  =  e x p  [ .  - ~
2 
< x : 5  J  ,  
o r  c o n v e r s e l y ,  
_ 2 ·  2  
< P  = ( - l n  f ) / k  •  
.  1  
F r o m  t h e  a n a l y s i s  o f  H o u s l e y  a n d  H e s s ,  o n e  c a n  
s h o w  t h a t  t h e  T h i r r i n g  e x p a n s i o n  f o r  t h e  e n e r g y  o f  a  
( 4 J )  
( 4 4 )  
c r y s t a l  l e a d s  t o  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  m e a n  s q u a r e d  
d i s p l a c e m e n t  i n  t e r m s  o f  t h e  i m p u r i t y  m o m e n t s .  A t  h i g h  
·~··t 
t e m p e r a t u r e s ,  
~ T  =  ( k T / M  I )  [ <  u .  ( - 2 )  +  
0
(  1 / 1 2 ) ( h / k T )  
2  
-
(  1 / 7 2 0 )  (  h / k T )  
4  
u '  (  2 )  +  • • • •  D ,  (  4  5 )  
a n d  a s  T  g o e s  t o  z e r o ,  
< . x 3  =  ( h / 2 M ' ) u ' ( - 1 ) ,  
0  
( 4 6 )  
w h e r e  k  i s  B o l t z m a n n ' s  c o n s t a n t ,  M '  i s  t h e  m a s s  o f  t h e  
i m p u r i t y  a t o m ,  a n d  t h e  u • ( n )  a r e  t h e  i m p u r i t y  s , i t e  m o m e n t s  
.  1 6  
a s  d e f i n e d  b y  G r o w ,  H o w a r d ,  N u s s b a u m ,  a n d  T a k e o .  
H o w e v e r ,  l e t  u s  o b s e r v e  h e r e  t h a t  t h e s e  m o m e n t s  r e p r e s e n t  
w e i g h t e d  f r e q u e n c i e s  o v e r  t h e  i n t e g r a l  o f  e i t h e r  t h e  
h o s t  o r  i m p u r i t y  r e s p o n s e  f u n c t i o n s .  
F o r  t h e  h o s t ,  
0 0  
u ( n )  =  f  u P G ( w ) d w  ,  
u ( O )  =  1 ,  
( 4 7 )  
< >  
a n d  f o r  t h e  i m p u r i t y ,  
c o  
u '  (  n . )  =  J  u P G  •  ( w )  d w  ,  
u ' { O )  =  1 .  
( 4 8 )  
0  
T h e r e f o r e ,  w h e r e  t h e  f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n  i s  
u n k n o w n ,  t h e s e  m o m e n t s  c a n  b e  u s e d  t o  c h a r a c t e r i z e  t h e  
d y n a m i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  h o s t  o r  i m p u r i t y .
1 6  
1  .  .  
S p e c i f i c a l l y ,  i t  h a s  b e e n  s h o w n  t h a t  f o r  h a r m o n i c  
c u b i c  c r y s t a l s  i n  g e n e r a l  
3 2  
u ( 2 )  =  A / M  ,  
( 4 9 )  
a n d  f o r  t h e  i m p u r i t y ,  
u '  ( 2 )  =  A ' / M '  ,  
( 5 0 )  
w h e r e  M  i s  t h e  m a s s  o f  t h e  h o s t ,  M '  i s  t h e  m a s s  o f  t h e  
i m p u r i t y ,  A  i s  k n o w n  a s  t h e  e f f e c t i v e  f o r c e  c o n s t a n t  o f  
t h e  h o s t ,  a n d  A '  i s  t h e  e f f e c t i v e  f o r c e  c o n s t a n t  o f  t h e  
i m p u r i t y .  T h e  r a t i o  o f  t h e s e  e f f e c t i v e  f o r c e  c o n s t a n t s  
c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  a n  a n a l y t i c a l  f o r m  i n v o l v i n g  t h e  h o s t  
. , , - .  
a n d  i m p u r i t y  m o m e n t s .  ·
1 6  
T h e  i m p u r i t y  m o m e n t s  a r e  d e t e r m i n e d  ( f r o m  e q n s .  4 4 ,  
4 5 ,  a n d  4 6 )  t o  b e ,  a t  h i g h  t e m p e r a t u r e s  ( T < 9 / 2 ) ,  
u ' ( - 2 )  =  M ' . o $  / k T  - ( 1 / 1 2 ) ( f i / k T )
2
,  ( 5 1 )  
a n d  a t  l i q u i d  H e  t e m p e r a t u r e s ,  
u • ( - 1 )  =  2 M ' / n  < &  
(  5 2 )  
w h e r e  a l l  t e r m s  a b o v e  t h e  s e c o n d  o n  t h e  r i g h t  i n  e q n .  ( 4 5 )  
c a n  b e  n e g l e c t e d .  A l s o  t h e  h o s t  m o m e n t s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  
f~om e q n .  ( 4 9 )  b y  u s e  o f  n e u t r o n  d i s p e r s i o n  d a t a ,  o r  a s  
i n  t h i s  w o r k ,  f r o m  h e a t  c a p a c i t y  d a t a .  
U s i n g  M a n n h e i m ' s  i m p u r i t y  m o d e l  a n d  r e s t r i c t i n g  i t  
t o  t h e  c e n t r a l  f o r c e ,  n e a r e s t  n e i g h b o r s  a p p r o x i m a t i o n ,  
G r o w ,  H o w a r d ,  N u s s b a u m ,  a n d  T a k e o
1 6  
d e r i v e d  e x p r e s s i o n s  
3 3  
f o r  t h e  e f f e c t i v e  f o r c e  c o n s t a n t  r a t i o s ;  f o r  n  =  - 2 ,  
A / A '  =  ( 1  +  ( u ' ( - 2 ) M / u ( - 2 ) M '  - 1)/~_
2
) ,  
(  
t::~) 
. ;  _ ,  '  
a n d  f o r  n  =  - 1 ,  
A / A '  =  (1+(~
4
)-
1
(M/M•)
2
a(u•(-1)/u(-1)(M/M')~+a_1))
2
, 
1  
a =  i((~_
1
)-
2
-1), ( 5 4 )  
w h e r e  u ( n ) ,  u ' ( n ) ,  M ,  M ' ,  A ,  a n d  A '  a r e  a s  d e f i n e d  p r e -
v i o u s l y  a n d  P n  =  u ( 2 ) n /
2
/ u ( n )  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  h o s t  
m o m e n t s  t o  t h e  u ( 2 )  m o m e n t .  T h i s  r a t i o  i s  u s e d  b e c a u s e  o f  
t h e  m o d e l  i n d e p e n d e n t  r e l a t i o n  o f  u ( 2 )  t o  t h e  h o s t  r e -
s t o r i n g  f o r c e ,  a s  i n  e q n .  ( 4 9 ) .
1 6  
J u s t  a s  f o r  t h e  h o s t  m o m e n t s ,  w e  a s s u m e  t h a t  t h e  
i m p u r i t y  m o m e n t s  a r e  v o l u m e  d e p e n d e n t .  T h e r e f o r e  b y  
e v a l u a t i n g  u ' ( - 2 )  a~ v a r i o u s  t e m p e r a t u r e s  a n d  p l o t t i n g  
t h e  m o m e n t s  a g a i n s t  A V / V  f r o m  t h e  l i n e a r  e x p a n s i o n
1
7  
( A V / V  =  J A l / l ) ,  w e  c a n  o b t a i n  t h e  v a l u e  o f  u ' ( - 2 )  i n  
t h e  q u a s i h a r m o n i c  a p p r o x i m a t i o n  f r o m  t h e  i n t e r c e p t  a s  ~v/v 
g o e s  t o  z e r o .  
I n  t a b l e  V  a r e  l i s t e d  t h e ·  v a l u e s  f o r  t h e  e f f e c t i v e  
f o r c e  c o n s t a n t '  r a t i o  A / A '  d e r i v e d  f r o m  e q n s .  ( 5 3 ) ,  a n d  (54~ 
A l s o  i n c l u d e d  i n  t h e  t a b l e  a r e  f o r c e  c o n s t a n t  r a t i o s  
c a l c u l a t e d  f r o m  e q n s .  ( 5 3 ) ,  a n d  ( 5 4 )  u s i n g  i m p u r i t y  
m o m e n t s  d e t e r m i n e d  f r o m  a  r e c e n t  r e p o r t
1 8  
o n  t h e  r e c o i l  
f r e e  f r a c t i o n ,  f ,  i n  f e e  m e t a l s  u s i n g  
1 1
9 s n  a s  t h e  
i m p u r i t y .  
T A B L E  V  
I M P U R I T Y  M O M E N T S  A N D  E F F E C T I V E  
F O R C E  C O N S T A N T  R A T I O S  
5 7 F e  i m p u r i t y  s y s t e m :  
I r  h o s t ,  M / M '  =  3 . 3 7 6 ,  p _
2
=  . ? 1 8 ,  ~-
1
= . .  9 1 4  ~4 =  . 7 9 9  
u ( - 1 )  =  3 . 7 2  x 1 o -
1 4  
( s / r a d )  
u ' ( - 1 )  =  2 . 9 9  x  1 0 -
1 4  
( s / r a d )  
A / A '  =  2 . 6 1 ± . 4 3  
u ( - 2 )  =  1 . 6 0  x i o -
2
7  ( s / r a d }
2  
u • ( - 2 )  =  8 . 3 7  x l o -
2 8  
( s / r a d )
2  
A /  A '  =  2  •  0  7 ± .  2 4  
R h  h o s t ,  M / M '  =  1 . 8 0 7 ,  1 3 _
2
=  . ? 0 7  
u ( - 2 )  =  1 . 1 4  x i o -
2 7  
( s / r a d )
2  
u • ( - 2 )  =  1 . 0 4  x 1 o -
2
7  ( s / r a d )
2  
A / A '  =  1 . 9 2 + . 2 3  
1 1
9 s n  i m p u r i t y  s y s t e m s  
H o s t  
I V I / M '  u  (-~~ 
x 1 0  
~-
2 
f  u ' ( 2 2 )  A / A '  
x 1 0  ' l  
R h  
. 8 5 8  . 1 1 4  
. 7 0 7  . 7 5  . 9 0 5  . 5 5  
I r  
1 .  6 0  · •  i - 6 1  •  7 1 8  •  8 2  •  6 0 7  
. 4 5  
3 4  
D I S C U S S I O N  
F o r  
5 7
F e  i n  e i t h e r  I r  o r  R h ,  w e  s e e  f r o m  t a b l e  I V  t h a t  
t h e  i m p u r i t y - h o s t  r e s t o r i n g  f o r c e s  a r e  s m a l l e r  t h a n  t h e  
h o s t - h o s t  r e s t o r i n g  f o r c e s ,  s i n c e  A / A '  i s  g r e a t e r  t h a n  o n e .  
h
.  .  .  .  h  f  
1 1 9  
.  d  h  
T  i s  i s  i n  c o n t r a s t  t o  t  e  c a s e  o  S n  i n  I r  a n  R  
w h e r e  t h e  i m p u r i t y - h o s t  r e s t o r i n g  f o r c e s  a r e  l a r g e r  t h a n  t h e  
h o s t - h o s t  r e s t o r i n g  f o r c e s  s i n c e  A / A '  i s  l e s s  t h a n  o n e .  T h e  
i n t e r a t o m i c  s p a c i n g  f o r  e i t h e r  I r  ( 3 . 8 4  A )  o r  R h  ( 3 . 8 0  A )  i s  
s l i g h t l y  l a r g e r  t h a n  t h e  v a l u e  f o r  F e  ( 2 . 8 7  A ) .  T h e r e f o r e  
t h e  i r o n  i m p u r i t y  w i l l  f i t  e a s i l y  i n t o  a  s u b s t i t u t i o n a l  s i t e  
i n  t h e  l a t t i c e .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  t i n  i m p u r i t y  i s  
a b o u t  t w i c e  t h e  s i z e  o f  F e  w i t h  a n  i n t e r a t o m i c  s p a c i n g  a l o n g  
t h e  a  a x i s  o f  5 . 8 2  A .  B e c a u s e  o f  t h i s ,  o n e  s h o u l d  e x p e c t  
m o r e  o v e r l a p  b e t w e e n  t h e  o r b i t a l s  o f  t h e  t i n  i m p u r i t y  a n d  
t h e  h o s t  t h a n  f o r  t h e  i r o n  i m p u r i t y .  T h i s  w o u l d  l e a d  t o  
l a r g e r  i n t e r a t o m i c  f o r c e s  f o r  t i n  t h a n  f o r  i r o n ,  a n d  t h e r e -
f o r e  s m a l l e r  v a l u e s  o f  t h e  e f f e c t i v e  f o r c e  c o n s t a n t  r a t i o .  
F o r  m e t a l s  i n  g e n e r a l ,  t h e  e f f e c t i v e  f o r c e  c o n s t a n t  
r a t i o s  d e r i v e d  f r o m  l o w  t e m p e r a t u r e  f  v a l u e s  a n d  h e a t  
c a p a c i t y  d a t a  a g r e e  w i t h  t h o s e  d e r i v e d  f r o m  l o w  t e m p e r a t u r e  
f  v a l u e s  a n q  n e u t r o n  d i s p e r s i o n  d a t a .
1 6  
T h i s  d e m o n s t r a t e s  
t h a t  t h e  u s e  o f  t h e  h e a t  c a p a c i t y  d a t a ,  w h e n  c o m b i n e d  w i t h  
a c c u r a t e  M o s s b a u e r  f  v a l u e s ,  c a n  p r o v i d e  i n f o r m a t i o n  a b o u t  
3 6  
t h e  h o s t - i m p u r i t y  i n t e r a c t i o n ,  a n d  i s  e s p e c i a l l y  u s e f u l  
w h e n  t h e  n e u t r o n  d i s p e r s i o n  r e l a t i o n s  a r e  u n k n o w n .  s u c h  i s  
t h e  c a s e  f o r  b o t h  I r  a n d  R h  s i n c e  t h e  h e a t  c a p a c i t y  d a t a  i s  
w e l l  d e f i n e d  b u t  n e u t r o n  d i s p e r s i o n  r e l a t i o n s  r e m a i n  
u n k n o w n .  
F o r  I r ,  t h e  e f f e c t i v e  f o r c e  c o n s t a n t  r a t i o  d e t e r m i n e d  
f r o m  u '  { - 1 ) / u { - l )  i s  t w e n t y  f i v e  p e r c e n t  h i g h e r  t h a n  t h e  
v a l u e  o f  A / A '  d e t e r m i n e d  f r o m  u '  ( - 2 ) / u ( - 2 ) .  A  s i m i l a r  
p a t t e r n  i s  e x h i b i t e d  b y  o t h e r  3 d ,  4 d ,  a n d  5 d  t r a n s i t i o n  
e l e m e n t s ,  w h e r e  t h e  l o w  t e m p e r a t u r e  f  v a l u e s  y i e l d  s y s t e m -
a t i c a l l y  h i g h e r  v a l u e s  o f  A / A '  t h a n  t h e  h i g h  t e m p e r a t u r e  
f  m e a s u r e m e n t s .
1 6  
T h i s  i s  p a r a l l e l e d  t o  s o m e  e x t e n t  b y  
t h e  r e l a t i o n s h i p  o f  t h e  f o r c e  c o n s t a n t s  f o u n d  f r o m  n e u t r o n  
d i . s p e r s i o n  d a t a .  T h e  v a l u e  o f  A / A •  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  l o w  
t e m p e r a t u r e  f  v a l u e s  ( i . e .  u '  ( - 1 ) )  a n d  t h e  n e g a t i v e  m o m e n t ,  
u ( - 1 } ,  f r o m  n e u t r o n  d a t a  i s  u s u a l l y  s l i g h t l y  l a r g e r  t h a n  t h e  
v a l u e  o f  A / A '  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  h i g h  t e m p e r a t u r e  f  v a l u e s  
( i . e .  u '  ( - 2 ) )  a n d  t h e  n e g a t i v e  m o m e n t  u ( - 2 )  d e t e r m i n e d  f r o m  
a  h o s t  n e u t r o n  d e n s i t y  o f  s t a t e s ,  G ( w ) ,  a n d  e q n .  ( 4 7 ) .
1 6  
P e r h a p s  t h e  a n h a r m o n i c i t y  a t  h i g h e r  t e m p e r a t u r e s  o r  t h e  
c h a n g e  o f  G ( W )  w i t h  t e m p e r a t u r e  a r e  r e s p o n s i b l e  f o r  t h i s  
e f f e c t .  
B y  r e f e r r i n g  t o  t a b l e  I I ,  a n d  r e c a l l i n g  t h a t  P n  =  
u ( 2 ) n /
2
/ u ( n ) ,  w e  c a n  m a k e  s o m e  c a s u a l  o b s e r v a t i o n s  a b o u t  
t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  f r e q u e n c y  d i s t r i b u t i o n ,  G ( w ) .  T h e  
m o m e n t  r a t i o s  f o r  I r  a n d  R h  a r e  h i g h e r  t h a n  f o r  t h e  o t h e r  
3 7  
f e e  m e t a l s .  T h e s e  h i g h e r  v a l u e s  o f  ~
4
, ~-l' a n d  ~-
2 
i m p l y  
t h a t  t h e  f r e q u e n c y  s p e c t r u m  i s  m o r e  c o m p r e s s e d  i n t o  t h e  
c e n t r a l  f r e q u e n c i e s  t h a n  t h e  o t h e r  f e e  m e t a l s .  H o p e f u l l y  
t h i s  w i l l  b e  i l l u m i n a t e d  b y  n e u t r o n  d i s p e r s i o n  d a t a .  
1 .  
2 .  
3 .  
4 .  
5 ,  
6 .  
7 .  
8 .  
9 .  
1 0 .  
1 1 .  
1 2 .  
1 3 .  
1 4 .  
1 5 .  
1 6 .  
1 7 .  
1 8 .  
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